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【傅里叶专场】错过这篇文章，可能你这

辈子不懂什么叫傅里叶变换了(一） 

 

傅里叶分析不仅仅是一个数学工具，更是一种可以彻底颠覆一个人以前世界观的思维模

式。但不幸的是，傅里叶分析的公式看起来太复杂了，所以很多大一新生上来就懵圈并

从此对它深恶痛绝。老实说，这么有意思的东西居然成了大学里的杀手课程，不得不归

咎于编教材的人实在是太严肃了。（您把教材写得好玩一点会死吗？会死吗？）所以我

一直想写一个有意思的文章来解释傅里叶分析，有可能的话高中生都能看懂的那种。所

以，不管读到这里的您从事何种工作，我保证您都能看懂，并且一定将体会到通过傅里

叶分析看到世界另一个样子时的快感。至于对于已经有一定基础的朋友，也希望不要看

到会的地方就急忙往后翻，仔细读一定会有新的发现。 

 

————以上是定场诗———— 

下面进入正题： 

    抱歉，还是要啰嗦一句：其实学习本来就不是易事，我写这篇文章的初衷也是希望大

家学习起来更加轻松，充满乐趣。但是千万！千万不要把这篇文章收藏起来，或是存下

地址，心里想着：以后有时间再看。这样的例子太多了，也许几年后你都没有再打开这

个页面。无论如何，耐下心，读下去。这篇文章要比读课本要轻松、开心得多…… 

一、啥叫频域 

    从我们出生，我们看到的世界都以时间贯穿，股票的走势、人的身高、汽车的轨迹都

会随着时间发生改变。这种以时间作为参照来观察动态世界的方法我们称其为时域分析。
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而我们也想当然的认为，世间万物都在随着时间不停的改变，并且永远不会静止下来。

但如果我告诉你，用另一种方法来观察世界的话，你会发现世界是永恒不变的，你会不

会觉得我疯了？我没有疯，这个静止的世界就叫做频域。 

    先举一个公式上并非很恰当，但意义上再贴切不过的例子： 

    在你的理解中，一段音乐是什么呢？ 

 

 

       这是我们对音乐最普遍的理解，一个随着时间变化的震动。但我相信对于乐器小能

手们来说，音乐更直观的理解是这样的： 

 

     好的！下课，同学们再见。 

是的，其实这一段写到这里已经可以结束了。上图是音乐在时域的样子，而下图则是音

乐在频域的样子。所以频域这一概念对大家都从不陌生，只是从来没意识到而已。 

      现在我们可以回过头来重新看看一开始那句痴人说梦般的话：世界是永恒的。 

     将以上两图简化： 

时域： 
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频域： 

 

    在时域，我们观察到钢琴的琴弦一会上一会下的摆动，就如同一支股票的走势；而在

频域，只有那一个永恒的音符。 

    所以，你眼中看似落叶纷飞变化无常的世界，实际只是躺在上帝怀中一份早已谱好的

乐章。 

    抱歉，这不是一句鸡汤文，而是黑板上确凿的公式：傅里叶同学告诉我们，任何周期

函数，都可以看作是不同振幅，不同相位正弦波的叠加。在第一个例子里我们可以理解

为，利用对不同琴键不同力度，不同时间点的敲击，可以组合出任何一首乐曲。 

    而贯穿时域与频域的方法之一，就是传中说的傅里叶分析。傅里叶分析可分为傅里叶

级数（Fourier Serie）和傅里叶变换(Fourier Transformation)，我们从简单的开始谈

起。 

  

二、傅里叶级数(Fourier Series) 
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还是举个栗子（举个例子）并且有图有真相才好理解。 

    如果我说我能用前面说的正弦曲线波叠加出一个带 90 度角的矩形波来，你会相信

吗？你不会，就像当年的我一样。但是看看下图： 

 

 

第一幅图是 1 个（郁闷的）正弦波 cos（x） 

第二幅图是 2 个（卖萌的）正弦波的叠加 cos (x) +a.cos (3x) 

第三幅图是 4 个（发春的）正弦波的叠加 

第四幅图是 10 个（便秘的）正弦波的叠加 

      随着正弦波数量逐渐的增长，他们最终会叠加成一个标准的矩形，大家从中体会到

了什么道理？ 
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随着叠加的递增，所有正弦波中上升的部分逐渐让原本缓慢增加的曲线不断变陡，而所

有正弦波中下降的部分又抵消了上升到最高处时继续上升的部分使其变为水平线。一个

矩形就这么叠加而成了。但是要多少个正弦波叠加起来才能形成一个标准 90 度角的矩

形波呢？不幸的告诉大家，答案是无穷多个。（上帝：我能让你们猜着我？） 

      不仅仅是矩形，你能想到的任何波形都是可以如此方法用正弦波叠加起来的。这是

没有接触过傅里叶分析的人在 直觉上的第一个难点，但是一旦接受了这样的设定，游

戏就开始有意思起来了。 

还是上图的正弦波累加成矩形波，我们换一个角度来看看： 
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      在这几幅图中，最前面黑色的线就是所有正弦波叠加而成的总和，也就是越来越接

近矩形波的那个图形。而后面依不同颜色排列而成的正弦波就是组合为矩形波的各个分

量。这些正弦波按照频率从低到高从前向后排列开来，而每一个波的振幅都是不同的。

一定有细心的读者发现了，每两个正弦波之间都还有一条直线，那并不是分割线，而是

振幅为 0 的正弦波！也就是说，为了组成特殊的曲线，有些正弦波成分是不需要的。 

这里，不同频率的正弦波我们成为频率分量。 

      好了，关键的地方来了！！ 

      如果我们把第一个频率最低的频率分量看作“1”，我们就有了构建频域的最基本单

元。 

      对于我们最常见的有理数轴，数字“1”就是有理数轴的基本单元。 

      （好吧，数学称法为——基。在那个年代，这个字还没有其他奇怪的解释，后面还

有正交基这样的词汇我会说吗?） 

      时域的基本单元就是“1 秒”，如果我们将一个角频率为的正弦波 cos（t）看作基

础，那么频域的基本单元就是。 

      有了“1”，还要有“0”才能构成世界，那么频域的“0”是什么呢？cos（0t）就

是一个周期无限长的正弦波，也就是一条直线！所以在频域，0 频率也被称为直流分量，

在傅里叶级数的叠加中，它仅仅影响全部波形相对于数轴整体向上或是向下而不改变波

的形状。 

  

    接下来，让我们回到初中，回忆一下已经死去的八戒，啊不，已经死去的老师是怎么

定义正弦波的吧。 
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正弦波就是一个圆周运动在一条直线上的投影。所以频域的基本单元也可以理解为一个

始终在旋转的圆。 

 

 

介绍完了频域的基本组成单元，我们就可以看一看一个矩形波，在频域里的另一个模样

了： 
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     这是什么奇怪的东西？ 

     这就是矩形波在频域的样子，是不是完全认不出来了？教科书一般就给到这里然后

留给了读者无穷的遐想，以及无穷的吐槽，其实教科书只要补一张图就足够了：频域图

像，也就是俗称的频谱，就是—— 

 

再清楚一点： 
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可以发现，在频谱中，偶数项的振幅都是 0，也就对应了图中的彩色直线。振幅为 0 的

正弦波。 

 

     老实说，在我学傅里叶变换时，维基的这个图还没有出现，那时我就想到了这种表

达方法，而且，后面还会加入维基没有表示出来的另一个谱——相位谱。 

 

     但是在讲相位谱之前，我们先回顾一下刚刚的这个例子究竟意味着什么。记得前面

说过的那句“世界是静止的”吗？估计好多人对这句话都已经吐槽半天了。想象一下，
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世界上每一个看似混乱的表象，实际都是一条时间轴上不规则的曲线，但实际这些曲线

都是由这些无穷无尽的正弦波组成。我们看似不规律的事情反而是规律的正弦波在时域

上的投影，而正弦波又是一个旋转的圆在直线上的投影。那么你的脑海中会产生一个什

么画面呢？ 

 

我们眼中的世界就像皮影戏的大幕布，幕布的后面有无数的齿轮，大齿轮带动小齿轮，

小齿轮再带动更小的。在最外面的小齿轮上有一个小人——那就是我们自己。我们只看

到这个小人毫无规律的在幕布前表演，却无法预测他下一步会去哪。而幕布后面的齿轮

却永远一直那样不停的旋转，永不停歇。这样说来有些宿命论的感觉。说实话，这种对

人生的描绘是我一个朋友在我们都是高中生的时候感叹的。 


